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Probléme de reconstruction tomographique

Expérimentation physique (CEA Bruyeéres-le-Chatel) :
étude du comportement d’'un matériau lors d’'un choc (explosion) .

Un seul cliché disponible (bruité et flouté).

Rayons X
But reconstruire 'objet. J

Hypothese :

I'object est binaire et a symétrie cylindrique.




Image synthétique

Objet binaire (noir et blanc) comportant :
@ plusieurs trous déconnectés (en blanc) ;

@ un petit trou sur I'axe de symétrie (ou les détails sont les plus
difficiles a restaurer) ;

@ des détails encore plus petits au bord du trou du haut.

Coupe de I'objet dans un plan
contenant I'axe de symétrie :

Zoom sur l'intérieur :




La radiographie mesure I'atténuation des rayons X a travers I'objet.
Sur la radio : coordonnées (y, z) ou z correspond a I'axe de symétrie
Le flux au point (y, z) est :

I(y,Z) = IOe*fU(l’,G,z)dz

)

(intégrale le long du rayon)
u : densité de I'objet

Définition

Lopérateur de projection Hy est défini par : Hou = —Inl/lp = [ udl.

(Transformation de Radon)




Hypothése
Les rayons X sont paralléles et orthogonaux a I'axe de symétrie

Pour un objet 3D a symétrie cylindrique, représenté par le coefficient
d’atténuation (proportionnel a sa densité) u(x, y, z), on a

(HolNJ)(y,Z):/REI(x,y,z)dx.

En coordonnées cylindriques, U(x, y, z) = u(v/Xx2 + y2, z), et




De plus, 'image est dégradée par deux perturbations principales :

@ un flou, d0 & la réponse du détecteur et a la taille de I'émetteur :
Bug = K Uq,

ol uy est 'image projetée, K est un noyau symétrique, positif a
support compact tel que [ Kdp = 1.
@ un bruit (blanc gaussien additif) 7.

La projection observée d’un objet u est alors

Vg = BHou + 7.




Lopérateur de projection

Premiéeres propriétés

@ Hp : BV(Q) — BV(Q) est linéaire continu.
QcQ=1]0,a) x (—a,a)

@ Hp: LP(Q) — L3(K2) est un opérateur linéaire continu pour tout
pe[l,+oc] etstelque s € [p, 22)si1 <p<2et
s € [p,+oo]sip > 2
B R. Abraham, M.B et E. Trélat, A penalization approach for tomographic reconstruction of binary
radially symmetric objects, Applied Mathematics and Optimization, 58, 3, (2008), 345-371.
@ mais HO‘1 n’est jamais continu pour ces espaces !
(Hy ' H' — L>)

Conséquence : appliquer H(;1 ne permet pas de reconstruire
efficacement I'objet.



(a) objet réel u. (b) Projection théo- (C) Projection réelle
rique Hou. Vg = BHyu + T avec

flou et bruit “réalistes”.

(d)  Reconstruction (e) Resultat obtenu (f) Résultat obtenu
Hy 1v/d avec  Hy U par rétroprojection fil- par rétroprojection
appliqué a la projection trée (filtre de Ram-Lak) filtrée  (fenétre  de
réelle. . Hamming).

FIGURE: Gomparaison de u, Hou, vy = BHou + T, Hy ' vg, et des résultats de rétroprojection filtrée.



Lopérateur de projection

(Fou)(y,2) = 2 / u(r. 2)

lyl r2 —y2




Lopérateur de projection

(Hou)(y, 2) = 2/+C><> u(r,z) ——dr.

lyl r2 —y2

Théoréme 1

Pour tout u € BV(Q) la fonction (z,y) — (Hou)(y, z) appartient a
BV(Q) N L'(—a, a, H(—a, a)), pour tout 0 < s < 1 et

[Houllgy @y + | Ho(U) |11 (~a.ams(—aa) < Cllullav(e)

De plus Hy est continu de X dans BV(Q) N L'(—a, a; H*(—a, a)) pour
@ X =BV(Q)
@ X =L'(—a,a BV(0, a)) avec la norme ffa |Du,|(0, a) dz ou
U, : r— u(r,z) et |Du,|(0, a) la variation totale de u, sur [0, aJ.
e 4 444




|ldée de la preuve

Pour tout s € [0, 1], 'espace H°(—a, a) est I'espace des fonctions
f € L2(—a, a) telles que

1/2
e = [0 + 127 (ERde) - <+,
ou F(f) est la transformée de Fourier de f. Pour r € [1,2]

L'(-a a H*(—a,a)) :={u] lu(-, 2)||ys dz < +o0 }.

=@l




Lemme 1
Pour tout u € L(Q), on a [[Houll,1ay < 27al|ul|11(q)-

Lemme 2

Il existe Co > 0 tel que ||Houllgyq) < Collullsv(q), Pour tout
ueBV(Q).

| \

Lemme 3

Soienta< betc < ddesréelset O = (a,b) x (c,d); soit

g € BV(O). Pour presque tout x € (a, b), la fonction marginale
g* : y — g(x,y) est a variation bornée sur (c, d). De plus,
Dg|(0) = [, |Dg*|(c, d) ax.

‘ \



Lemme 4

La transformée de Fourier de I'opérateur Hy par rapport a la premiére
variable est

(ﬂ%@@@—%%%mgm@ﬁnm (1)

pour tous u € L'(Q), ¢ e Ret z € (—a, a), ou Jp est la fonction de
Bessel de premiére espece définie par

2 [ cos(tx
M”:%A 1E;m




Lemme 5

Il existe C, > 0 (ne dépendant que de a) telle que pour tout
uel'(-a aBV(0,a))

C
|(FyHou) (&, 2)] < a7z (162(@)] + | Uz |10, + 1Dz (0, &)

=T

pour tout ¢ € R et presque tout z € (—a, a).

(2)




Cadre « hilbertien »

Théoréme 2

Pour tout u € L?(—a, a, BV,(0, a)), et pour tout s € [0, 1] La fonction
(z,y) — (Hou)(y, z) appartient & L?(—a, a; HS(—a, a)) et

|Ho(U)[| 2(—a,aHs(—a.a)) < CUUll12(—a,a:Bv(0,a)))




Approche variationnelle

vy est 'image observée (bruitée et floutée), et H = BH.

Probléeme de minimisation « classique »

min F(u), ou F(u) = %HHU — V|3 + ad(u),
(P) ue BV(Q)
u(x) € {0,1} p.p. sur £,

avec

@ J(u) variation totale de u :
sy =sup{ [ utyaive( ok | ¢ € CURE), loll < 1]
Q

@ a>0.

Remarque : ce probleme posseéde au moins une solution. J




Approche variationnelle

Modéle alternatif- 1
min F(u), ou F(u) = %||Hu - lelf(s + ad(u),
(P1) u e BV(Q)N L%(—a,a BV(-a,a)),

S
Ul 2(~a,a,8v(-aa) < R

u(x) € {0,1} p.p. sur £,

avec
@ X; = L2(—a, a H%(—a,a)), 0 < s < 1,(espace de Hilbert)

@ o >0.




Approche variationnelle

Modele alternatif - 2

min F(u), ot F(u) = %HHU — vdlk, + ad(u),

2

(Ps) u e BV(Q)N L3(—-a,a BV(-a,a)),
u(x) € {0,1} p.p. sur £,

avec

@ X; = L%(—a, a H%(—a,a)),0 < s < 1,(espace de Hilbert)
a

© o) = |ullfe_sapv(—aa) :/ |D;uf? dz ot |Dul est la
=¢!
variation totale de y — u(y, z) sur [—a, 4.
@ a>0.

Théoréeme : ce probléme posséde au moins une solution. J
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