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Soit X un espace de Hilbertf : X — R de classe”!!,
etz € X tel quef'(x) # 0. Il existed > 0 tel que pour tout
r €]0,0/ on a
inf f = inf] f,

By [x] Srlx

et le probEme de minimisef sur la splere S,.[x] est bien pos (au
sens de TychonoffiEgalement, le pro@me de minimisef sur la
boule (fernge) B, |x| est bien pos.

B. Ricceri, The problem of minimizing locally @? functional around non-critical points is
well-posedProc. Amer. Math. Soc35(2007), 2187-2191.

J.-N. C. and R. LucchettA note on well-posed problenré-publication 2009.

—p.2/14



Soit (X, d) un espace métriqué; un sous-ensemble
fermé deX a frontieredC non vide, etf : X — R semi-continue
Inférieurement (sci). On dit que (le probleme de minimiseest

surC' si:

(i) Il existe z € 0C' tel quef(z) = i%ff :
(if) Toute suite(x,,) C C telle quef(x,) — igff converge vers.
Symeétriguement : probleme de maximisationfdecs.

D’apres (ii),z dans (i) est unique.

Si f est “boundary well-posed” sur' alors le probleme de minimiser la restriction fl@a 0C est
bien posé au sens de Tychonoff.
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d-points

(X, d) métrique,f : X — RU{+o0}. Pourz € X on pose :
Mya(e) = {z € X : f(2)+d(z,2) < f(z)}.
On dit quey € X estun de fsiM;q(y) = {y}.

Proposition (Principe variationnel d’Ekelan8pitz € X tel que :
M 4(x) est completf est sci, propre et min@e surM; ;(x).
Alors f a und-point dansM 4(x).

xo =T ;Tn € Ms q(xn—1): (M q(rn)) estune suite décroissarite de
fermés . En choisissant les,, tels ques,, := f(zn) — inf f—0
M¢ g(zp_1)

yonaMy 4(zn) C Be, (zn), doU:

{y} =\ My,a(zn) D My 4(y)
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(X, d) métrique completf : X — R U {+o0} sci,
propre et minoee. Le€non@&s suivants soréquivalents :
(@) f n'a pas ded-point dansX \ argminy.
(b) Pour toutz € X \ argminf il existez € My 4(z) N argminy.
En particulier :

flx) — igl(ff > d(x,argminf) pour toutr € X .

(@)= (b) est un de points de minimum, équivalent au principe d’Ekeland.
f > a, sansd-point dang f >a]. Alorsa = inf f, argminf = [f<a] # 0, et

D. Azé and J.-N. C A variational method in fixed point results with inwardneeaditions Proc.
Amer. Math. Sod 34 (2006), 3577—3583.
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(X, d) métrique,f : X — RU {+o0}, z € domf :

" f(z) — f(y)
im sup

sinon.
Yy—x d(iB, y)

0 Si z est un minimum local d¢,
IV fl(z) ==

(X,d) complet,f : X - RU{+x0} sci,C CU C X,
C' fermé, U ouvert. Alors, pour tout € U \ C':

f(x) — inf f > (inf |Vf\> min{d(x,C),d(z, X \U)}.

U\C U\C

E. De Giorgi, A. Marino, and M. TosqueByoblemi di evoluzione in spazi metrici e curve di massima
pendenzaAtti Accad. Naz. Lincei Rend. CI. Sci. Fis. Mat. Nat&8 (1980), 180-187.
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pi=infyno f €ER; 2 €U\ Cavecf(z) € R,

r i= min{d(z, C),d(z, X \ U)}, o > L&
d := od, f := max{f, u}; f aund-pointy € My 3(x) C Br(z) CU\C':
V) =V fly) =olVl(y) <o.
En particulier, siC = () alors pourx € U ;

Si,de pluslU = X etig{ff € R, alors

J.-N. C. and V. V. Motreani\onlinear error bounds for lower semicontinuous functionsmetric
spacesMath Program114(2008), 291-3109.

D. Azé and J.-N. C.On some variational properties of metric spacésFixed Point Theory Appb
(2009), 185-200.
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(X, d) complet,VV un ouvert deX avecdV # 0,
f: X — RU {400} sci. On suppose :

1r‘}ff€R et 1‘1}f\Vf\ > 0.

Soit(z,,) une suite minimisante de la restriction dex V. Alors :

d(x,,0V) — 0 et inf f=inff.
vV oV
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Un résultat de perturbation abstrait

Theoreme(X,d) complet,f : X — R sci,U un ouvert boré deX
avecoU # (). On suppose :

1rl}f\Vf| > 0.

Soita : R, — R continue. On pose, pour e X

~

flz) == f(z) + ald(z,0U)).

Si f est “boundary well-posed” sut’ alors f I'est également.

f est minorée sut/ :)Soit (25 ) minimisante pouf, .
D’apres le

~

f(zn) = f(xn) + a(d(zn,0U)) gngf + a(0) = inf f = inf f .
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(X, ||-||) Banach Eflexif,f : X — R,z € X, U un
voisinage convexe de avec

v o= ir(}f\Vf\ > 0.

On suppose qug || est strictement convexe et a la pragé de
Kade&:-Klee, et que pour un certain > 0 la fonctionf : X — R
definie par

~ Y

fy) = f) + Flly ==

est convexe suy'.
Alors il existed > 0 tel que pour tout €10, 6], f est “boundary
well-posed” surB,.|x].
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Au besoin, on diminué/ de fagon quef soit lipschitzienné )donc minorée sut/. On
peut aussi augmenterde facon que’ soit strictement convexe surU.

Soitd €0, v/x[ tel queBs[z] C U. Poury, z € Bs(x),y # z:

fly) — f(2) o fy) = f(z)
ly ==l = Jly—2|

KR
= Z(lly = all + 12 = all),

dou: |Vfl(y) > |Vfl(y) —slly —zll >+ —rd (>0).

~

Soitr €]0, 5. Il existe un unique:, € B,.[z] tel quef(x,) = inf f,etsi(z,) estune suite

B [z]

minimisante def| g, (.1, ON azn, — T

Or, Bin(f) IV f| > 0, doncz, € Sy[z] et||xn — x| — r = ||z — z||  Doncxy,, — xr
(3

, et f est “boundary well-posed” suB,[x].

On conclut avec le théoreme précédent
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X un espace de Banach. Une norjng surX a un il
existea > 0 tel que poue € [0, 2] :

| v + 2l
it {1 - B2y — e =1, =2l 2 e} > 0.

Auquel cas (X, ||-||) est réflexif,||-|| est strictement convexe et a la propriété de Kaldkee.

(X, ||-|) Banach,f : X — R de classe’!!, z € X tel
que f'(x) # 0. On suppose qui || a un module de convegitle type
quadratique. Il existé > 0 tel que pour tout: € |0, 9] le probleme
de minimiser (resp., maximisef)est “boundary well-posed” sur
B, |x].
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Une norme]|-|| sur un espace vectorid{ a un module de convegide type quadratique
Si et seulement si elleeufie la

3b>0,Vy,z€ X+ 2(lyll* + I|211?) — lly + 2[I* > blly — z||*.

Rappelons quév f| = || f/(-)||«. SoitU un voisinage convexe deetxg > 0 tels que
inf,eu || f/(y)||« > 0 et f/ estko-lipschitzienne sut/.

On peut supposer que= 0 )Soity,z e U, u := Y ; Z,fu = %’Z Alors :

! / / ko 2
|f(y) + f(2) — 2f(u)] S/O [ (u+tv) — [ (2 + tv)][[v]|dt < ZHZJ—ZH ;

)

ce qui montre que les fonctions (continugsy % ||-(|* et—f + £||-||* sont convexes suy.

d’ou, aveck := %0 :

1 1 1 1
0+ 506 -7 ()| <3 <5||y||2+ AR R

2 2 2
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La norme canonique des espadésa un module de convexité de type quadratique si (et seulement
si, par dualitép €1, 2] (Hanner, 1956).

W. L. Bynum,Weak parallelogram laws for Banach spac€snad. Math. Bull19(1976), 269-275.

Dans lalfp, on ab < 1. Le cas hilbertien edt = 1, auquel cas la convexité def + 5 ||-||* est
immédiate.

J. Duda, L. Vesely, and L. Z&eék,On d.c. functions and mappingstti Sem. Mat. Fis. Univ.
Modena51 (2003), 111-138.

J.-B. Hiriart-Urruty and P. Plazan@¥loreau’s decomposition theorem revisitédn. Inst. H.
Poincaré Anal. Non Linéairé (1989), 325—-338 :

Tf+ gH-H2 convexes suX Hilbert —- f est différentiable ave¢’ x-lipschitzienne.

R. Lucchetti, Convexity and Well-Posed Problems, Ouvrateblathématiques de la SME2.
Springer, New York, 2006. xiv+305 pp.
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