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Avertissement:

Tout se passe dans R2. Certains résultats se formulent dans Rp.

k désigne un indice de régularité C k , k ≥ 2.

Cadre convexe, sous-niveaux compacts, C k .
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Descente de gradient avec recherche linéaire exacte

f convexe sur Rp, gradient L-Lipschitz, admet un minimum x∗, x0 ∈ Rp, pour k ∈ N,

xk+1 = xk −
1

L
∇f (xk).

La suite (xk)k∈N converge vers une solution (monotonie de Féjer: pour tout minimum x∗,
‖xk − x∗‖ décroit).

Recherche linéaire exacte

xk+1 ∈ arg min
x

f (x), t.q. x = xk − s∇f (xk), s ∈ R+.

Contribution: ne converge pas en général,

dimension 2

potentiel convexe C k , coercif

minimum unique le long de la trajectoire (sélection dans l’argmin).
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La conjecture du gradient de Thom

f est analytique sur Rp, système gradient: ẋ(t) = −∇f (x(t)).

 Lojasiewicz (60’s): les solutions bornées convergent.

Conjecture du gradient de Thom (70’s): les trajectoires convergentent admettent une
tangente à l’infini.

x(t)− x∞
‖x(t)− x∞‖

→
t→∞

v ∈ Rp.

Kurdyka-Mostowski-Parusinski (2000): la conjecture du gradient de Thom est vraie.
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 Lojasiewicz (60’s): les solutions bornées convergent.

Conjecture du gradient de Thom (70’s): les trajectoires convergentent admettent une
tangente à l’infini.
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Convergence des sécantes pour des potentiels convexes

f convexe C k sur Rp, admet un minimum x∗, système gradient,

ẋ(t) = −∇f (x(t)),

toutes les solutions convergent vers un minimum (monotonie de Féjer).

Convergence des sécantes:

x(t)− x∞
‖x(t)− x∞‖

→
t→∞

v ∈ Rp.

Contribution: faux en général,

dimension 2.

potentiel convexe C k , coercif.

minimum unique.

hessienne inversible en dehors du minimum.
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Preuve constructive

Montrer l’existence de f , C k , convexe sur R2 dont les gradients oscillent beaucoup autour
du minimum.

Idée principale:

Gradient orthogonal aux sous-niveaux.

Interpolation d’une suite de sous-niveaux.
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Deux outils essentiels

Interpolation de sous-niveaux convexes à courbure positive.

Spécification de sous-niveaux convexes à courbure positive.
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Plan

1. Tour d’horizon pour le problème d’interpolation

2. Rappels sur la courbure et l’approximation de Bernstein

3. Deux résultats d’interpolation dans R2

4. Construction des contre exemples

8 / 30



Description du problème

(Ti )i∈−N sont convexes compacts tels que Ti−1 ⊂ int(Ti ) 6= ∅ pour i ∈ −N. Construire f
convexe tel que, pour tout i ∈ −N, Ti est un sous-niveau de f .
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Premier questionnements: de Finetti, Fenchel (50’s).

Kannai, Torralba (77, 96): f existe.
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Interpolation entre deux lignes de niveaux avec les sommes de Minkowski

T0, sous-niveau zéro, T1 sous-niveau 1.

Pour λ ∈ [0, 1], Tλ = (1− λ)T0 + λT1 est sous-niveau λ.
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Recoller les interpollations
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Recoller les interpollations

Pour S ⊂ Rp, notons, σS(x) = sup{〈x , z〉 , z ∈ S} la fonction support de S .

de Finetti-Fenchel-Crouzeix: Soit f sur Rp quasi-convexe, Tλ le sous niveau λ, alors
f est convexe si et seulement si, pour tout v dans Rp,

Fv : λ 7→ σTλ(v) = sup {〈v , x〉 , f (x) ≤ λ}

est concave.

“Linéarité” de la fonction support: Soient A ⊂ Rp et B ⊂ Rp compacts, convexes.
Pour α, β > 0,

σαA+βB(·) = ασA(·) + βσB(·).

Kannai-Torralba: Interpolation “affine par morceaux”:

Fv devient affine par morceaux → décroissance des pentes.

Bien affecter les valeurs de f pour garantir la convexité.

Condition suffisante faisant intervenir les fonctions support.
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Bien affecter les valeurs de f pour garantir la convexité.
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Difficultés du cas lisse

(Ti )i∈−N sont convexes compacts de frontière C k , tels que Ti−1 ⊂ int(Ti ) 6= ∅ pour
i ∈ −N. Construire f convexe C k , tel que, pour tout i ∈ −N, Ti est un sous-niveau de f .

Comment assurer que tous les sous-niveaux sont C k?

Dans Rp, si A et B sont convexes et de frontière C∞, A + B n’est pas
nécessairement de frontière C 2 (Kiselman 1986)

Si A ⊂ R2 et B ⊂ R2 sont de frontière C k , A + B est de frontière C k , uniquement
pour k = 1, 2, 3, 4 (Kiselman 1987, Boman 1990).

Comment assurer un recollement lisse à la frontière?
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Plan

1. Tour d’horizon pour le problème d’interpolation

2. Rappels sur la courbure et l’approximation de Bernstein

3. Deux résultats d’interpolation dans R2

4. Construction des contre exemples
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Courbure positive

Schneider: Convex Bodies: The Brunn-Minkowski Theory. Section 2.5.

Application de Gauss: Un convexe compact K ⊂ Rp possédant une frontière C 1, en
chaque x de ∂K , il existe un unique vecteur unitaire normal à K , n(x) ∈ Sp−1.

n : ∂K 7→ Sp−1

est l’application de Gauss. C’est un difféomorphisme si et seulement si, ∂K est C 2 et
partout de courbure non nulle. Cette classe est appellée C 2

+.

Parametrisation par la normale: Inverses de l’application de Gauss, A ∈ C 2
+,

cA : Sp−1 7→ ∂A

n 7→ argmaxx∈A 〈n, x〉 .

Soient A,B ∈ C 2
+ de frontière C k , alors A + B ∈ C 2

+ et est de frontière C k .

cA+B = cA + cB
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n : ∂K 7→ Sp−1

est l’application de Gauss. C’est un difféomorphisme si et seulement si, ∂K est C 2 et
partout de courbure non nulle. Cette classe est appellée C 2

+.

Parametrisation par la normale: Inverses de l’application de Gauss, A ∈ C 2
+,

cA : Sp−1 7→ ∂A

n 7→ argmaxx∈A 〈n, x〉 .

Soient A,B ∈ C 2
+ de frontière C k , alors A + B ∈ C 2

+ et est de frontière C k .

cA+B = cA + cB

15 / 30



Courbure positive

Schneider: Convex Bodies: The Brunn-Minkowski Theory. Section 2.5.

Application de Gauss: Un convexe compact K ⊂ Rp possédant une frontière C 1, en
chaque x de ∂K , il existe un unique vecteur unitaire normal à K , n(x) ∈ Sp−1.
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Parametrisation par les normales dans R2

T0 ⊂ int(T1), compacts convexes dans C 2
+, Tλ = (1− λ)T0 + λT1, λ ∈ [0, 1],

n : R/2πZ 7→ R2

θ 7→
(

cos(θ)
sin(θ)

)

Pour λ ∈ [0, 1] et θ ∈ R/2πZ:
cλ(θ) est l’unique x ∈ ∂Tλ tel que le vecteur unitaire normal à Tλ en x soit n(θ).
cλ est C 1 et

cλ = (1− λ)c0 + λc1.
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Approximation de Bernstein

Polynomes de Bernstein et approximation de Bernstein sur une valeur absolue:
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Approximation de Bernstein (rappels)

f : [0, 1] 7→ R, d ∈ N∗, m ∈ N∗,

Bd,f : x 7→
d∑

k=0

f

(
k

d

)(
d

k

)
xk(1− x)d−k

Différences discrètes: ∆1f (x) = f (x + 1/d)− f (x), ∆k f (x) = ∆1(∆k−1f (x)).
Dérivée d’ordre m:

B
(m)
d,f : x 7→ d(d − 1) . . . (d −m + 1)

d−m∑
k=0

∆mf

(
k

d

)(
d −m

k

)
xk(1− x)d−k−m

Linéaire en f .

Préserve la forme: si f est monotone, convexe ou concave, alors Bd,f l’est aussi.

Si f est affine par morceaux, pour tout k ∈ N et d suffisament grand, les
dérivées d’ordre 2 . . . k s’annulent aux extrémités.
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Différences discrètes: ∆1f (x) = f (x + 1/d)− f (x), ∆k f (x) = ∆1(∆k−1f (x)).
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dérivées d’ordre 2 . . . k s’annulent aux extrémités.
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Plan

1. Tour d’horizon pour le problème d’interpolation

2. Rappels sur la courbure et l’approximation de Bernstein

3. Deux résultats d’interpolation dans R2

4. Construction des contre exemples
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Un recollement lisse

Sous niveaux homothétiques.
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lbda

Idée: garantir un comportement similaire aux ordres 0, 1, . . . , k.
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Interpolation non linéaire, idée des courbes de Bézier

●

●

●

0

1

2

3

0 1 2 3 4

x

y

1
2
3

10
Bernstein

point

● to interpolate

New points

−5.0

−2.5

0.0

2.5

−5.0 −2.5 0.0 2.5 5.0
x

y

Tλ = a(λ)T0 + b(λ)T1

a et b: approximation de Bernstein d’une fonction affine par morceaux.

Calcul explicite: dérivées d’ordre 1 et 2, repère donné par n(θ).

Recollement C k au bord:

Direction “normale”: contrôle C 1, les variations d’ordre 2, . . . , k s’annulent.

Direction “tangente”: contrôle C k .
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Interpolation convexe C k

Théorème:
Soit (Ti )i∈Z une suite de sous ensembles de R2, convexes, compacts, à frontière C k

et à courbure positive, tels que Ti ⊂ intTi+1 6= ∅ pour tout i dans Z. Il existe une
fonction convexe C k , f , telle que chaque Ti est un sous-niveau de f . Sa hessienne est
définie positive en dehors de:

argmin f =
⋂
i∈Z

Ti .
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Construction de sous-niveaux

Lemma:
Soit P = A1...An un polygone convexe. Pour tout i , soit Vi un vecteur normal en Ai tel
que l’angle entre Vi et chaque face voisine est dans

(
π
2
, π
)
. Pour tout ε > 0, m ≥ 2,

il existe un compact convexe C ⊂ R2 tel que P ⊂ C , et

∂C est Cm à courbure positive,

pour tout i = 1, . . . , n, Ai ∈ ∂(C) et le cone normal à C en Ai est donné par Vi ,

maxy∈C dist (y ,P) ≤ ε.
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Idée de la preuve

0.000

0.025

0.050

0.075

0.100

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

s

p

Lemma:
Pour tout r−, r+ > 0, t− > 0, t+ < 0, ε > 0, m ∈ N, m ≥ 3, il existe un polynome
strictement concave p : [0, 1] 7→ [0, ε] such that

p(0) = 0 p(1) = 0

p′(0) = t− p′(1) = t+

p′′(0) = −r− p′′(1) = −r+.

p(q)(0) = 0 q ∈ {3, . . . ,m}.

Approximation de Bernstein, recollement Cm autour des faces de P.
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Plan

1. Tour d’horizon pour le problème d’interpolation

2. Rappels sur la courbure et l’approximation de Bernstein

3. Deux résultats d’interpolation dans R2

4. Construction des contre exemples
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Descente de gradient avec recherche linéaire exacte

Recherche linéaire exacte: f convexe C k .

xk+1 ∈ arg min
x

f (x), t.q. x = xk − s∇f (xk), s ∈ R+.

Condition d’optimalité: 〈xk+1 − xk ,∇f (xk+1)〉 = 0.
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Convergence des sécantes pour des potentiels convexes

Convergence des sécantes: f convexe C k .

ẋ(t) = −∇f (x(t)),

x(t)− x∞
‖x(t)− x∞‖

→
t→∞

v ∈ R2?
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Autres contre-exemples

Il existe des fonctions f , h convexe C k sur R2 qui génèrent

une suite de Gauss-Seidel (minimisation alternée) qui ne converge pas.

ak+1 ∈ arg min
a

f (a, bk), bk+1 ∈ arg min
b

f (ak+1, b).

des sous-niveaux qui ne satisfont pas l’inégalité de Kurdyka- Lojasiewicz (Bolte,
Daniilidis, Ley, Mazet 2009).

un chemin de régularisation de Tikhonov de longeur infinie (Torralba 1996).

une trajectoire de Newton, qui ne converge pas

ẋ = −∇2f (x)−1∇f (x)

un chemin central qui ne convergent pas

x(r) = argmin{〈c, y〉+ rh(y), y ∈ [−1, 1]2}

une séquence de descente de Bregman (mirror descent) qui ne converge pas.

xk+1 = ∇h∗(∇h(xk)− c).

une métrique Hessienne-Riemannienne ∇h2 et une trajectoire de gradient qui ne
converge pas.
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Une fonction de Legendre pathologique

h définie sur C convexe telle que h est C 1 sur int(C), ∇h induit une bijection et tends
vers l’infini à la frontière de C .

Pour tout θ ∈
(−π

4
, pi

4

)
, il existe une fonction de Legendre h : R2 7→ R dont le domaine

est un carré fermé, continue sur son domaine et C k sur son intérieur telle que pour
tout i ∈ N, ∇h∗(i , 0) est proportionel à (cos(θ), (−1)i sin(θ)).

Construction de h∗ en interpollant des carrés homothétiques.
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Conclusion

Résultat principal dans R2:

Interpolation de sous-niveaux convexes à courbure positive.

Spécification de sous-niveaux convexes à courbure positive.

Ce que vous n’avez pas vu:

De nombreux contre-exemples.

Discussion fine: hessienne, Lipschitz globalement, propriété de Legendre.

Subtilités calculatoires de la construction.

Ouverture:

Plus de contre-exemples.

Dimension finie arbitraire.

Interpolation C∞.

Relachement de l’hypothèse de courbure.
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Chemin de régularisation de Tikhonov
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Flot de Newton
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variationnelle et optimisation, Ph.D. Thesis (Université Montpellier 2, 1996).
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