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Une famille de distances sur N

» N2NuU{-1}
» pour n € N, 7" = (n")o<i<n probabilité sur {0,...,n}

» pour m,n € N :

m n
dm,n = min ZZZ,’J di—lJ—l VA |_|(7Tm,7Tn)
i=0 j=0

ou z € M(n™,7") si et seulement si z = [0, 1]™*" vérifie

> j—0zij=m" pourtouti=0,...,m;
> ilozij=m] pourtoutj=0,...,n

initialisation : d_1 1 =0,d_3;=4d;_1=1pourtoutjeN



Une famille de distances sur N

m n
dmm = min ZZZ,’J di—lJ—l VA |_|(7l'm,7Tn)
i=0 j=0

avecd 1 1=0,d 1;=d;_1=1pourtout j €N

$Lr\ll-'.' 0[__ _4.—0
i @ 30,6 /@_’7;(,;, 4,

A

/E-——’—’\ Lonb : 'l-alg;,‘ =0

n
O



Une famille de distances sur N

m n
dmm = min ZZZ,’J di—l,j—l VA |_|(7Tm,7Tn)
i=0 j=0

avecd 1 1=0,d 1;=d;_1=1pourtout j €N

Q@

4
m . n
() @O
O

Vn, don=1—7m et dpn,=0 et Vmn dnn=dym



Lien avec des méthodes de point fixe

» C convexe borné de X, avec (X, ||-||) normé
» T:C — C contractante :  Vx,y, |[[Tx— Ty| <|x—y|l
> Ix* e C, Tx*=x*
> diam(C) =1
Méthode itérative de Krasnosel'skii-Mann

x%, y0 fixés dans C, par convention Tx~ ! = y0 et

n
(kM) x" = ZW," Tx'~1 Vn > 1.
i=0




Lien avec des méthodes de point fixe

x0, y0 fixés dans C, par convention Tx~! : et

n
(kM) x" = ZW," Tx'~1 Vn > 1.
i=0

> itérations de Krasnosel'skii ('55):  TI™. (,1,,,“ Yo, o §*
2’ b” X" = (1—a,)x" T+ a, Tx" 1, an € (0,1)
> itérations de Halpern ('67): ™. ABANE° 4 N s”
X" = (1=Ba)y° + B Tx",  Bne(0,1),
> itérations d'Ishikawa ('74):

2n+1  _ (1—ﬁ) 2n_|_5 T2n
X X X
{ X2n+2 — (1_ar;)x2n+ ar; TX2n+1 5 0 <ap < 5,, < 1.



Lien avec des méthodes de point fixe

Proposition

IX™ = x"|| < dm,n

Vm,n € N .
) ) Hxn _ Tx”“ <R, £ Zﬂ-ln il

i=0




Lien avec des méthodes de point fixe

Proposition
[x™ —x"|| < dm,n
Vm,n € N, Ix" — Tx"|| < R, s iﬂln .
i=0
en effet : soit z optimal pour dp, , alors
Ix™ = x| = IS m " T = Yo m T Y|

130 Yoo zij(TX L = T )|
2oilo 2o Zifll X' = T |

m n
Dot X j—o Zijdi-1,j-1 < oL,,h,,_

VANV



Lien avec des méthodes de point fixe

Proposition
[x™ = x"|| < dm,n
Vm,n €N 4
m, n 5 ”Xn - TX"“ < Rn A Zﬂ-lpdi—l,n
i=0

en effet : soit z optimal pour dp, , alors

Ix™ = X" = | oo m T = g mf Y|
130 Yoo zij(TX L = T )|
>oilo 2o zigl T = T Y|

m n
Dot X j—o Zijdi-1,j-1

VANV

et

[x" = Tx"|| = | o m(Tx' =L — Tx")|| < 0o 7ldi1.n



Premiéres propriétés des dp, Rk

Théoreme

Si " # 7™ pour tout n # m alors :
(m, n) — dm , est une distance sur N =NU {—1}.

m n
Rappel : dp.n = min ZZZ,‘J di—1j-1 @ ze€N(@™,7")

i=0 j=0
Pour m, n, p g_@ ona: dmn < dmp + dp
P
on pose : Zjj = E Wi k,j avec Wik,j =
k=0 7

]
= =3 7"
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Premiéres propriétés des dp,

m
g ZI,jI].,J].

i=0 j=0
m n p

= g E Wi _/kdl 1,-1
i=0 j=0 k=0

\, Hope me.

p
Zwi,j,k(difl,kfl + dk—1j-1)

i=0 j=0 k=0
m p n p

— m,p p,n

= E E z;p di—1 -1+ E E Z 7 dk—1j-1
i=0 k=0 j=0 k=0



Premiéres propriétés des dp,

On suppose m < n Lot 7 ”\-i-n,i-n s

Définition

z € N(7™,7") est simple si z; ; = min{7”, 7"} pour tout i.
Proposition

dm,n admet un plan de transport optimal simple.
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e x [di—1,ic1+dji—1 k-1 — dji—1,i—1 — di—1,k—1] <0
R”/




Dualité pour dp,

On suppose m < n

Formulation duale (Kantorovitch-Rubinstein)

dm7n = maX {Z_;":O (ﬂ'f — 7TJm) UJ' . Vi,j, Uj — uj S di—l,j—l} 0

W 4«:)._,1,,..1 -5 I?

Conditions de complémentarité :

mn

(™= u"") =z di 1 1 pour tous i, J.

mn( mn mn
i i i

extension de v : Vi>n, ui® min ug+de 11
0<k<n ’

— on peut supposer u; € [0,1] pour tout i.



Exactitude des bornes

Théoreme

Soit T2 {(m,n) : 0<m<n}, C =[0,1]% dans (¢>°(Z), ]| - [loo)-
Alors pour toute suite (") pen il existe T : C — C et une suite
(KM) associée telle que

X" = X" = dm,n

n
" = Tl = Ry £ "l 1,
i=0

Vm,n €N,

Baillon-Bruck ('92), Bravo-Cominetti ('18),
Bravo-C.-Cominetti ('21), Contreras-Cominetti ('21)

H Vn>1) 77>0 et 0<a"<#"!pouri<n.
() n j
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Exactitude des bornes

Théoreme

Soit T2 {(m,n) : 0<m<n}, C =[0,1]% dans (¢>°(Z), ]| - [loo)-
Alors pour toute suite (m")pen il existe T : C — C et une suite
(kM) associée telle que

IX™ = x| = dm,n

)

n
X" = Tx"|| = Ry £ ) " wldi_1,n
i=0

Vm,n €N,

Ebauche de preuve : pour k > —1 on définit y* € C = [0, 1]* par

{y,ﬁ,nzuz;"l Vmn) €T, W “j,,dtmi

k _ k k 1
X_Z 07Tyl /;"""‘°m.1;.

On montre que T : x¥ — y* pour tout k convient.



Application aux itérations de Krasnosel'skii
[térations de Krasnosel'skii :
X" = (1—ap)x" 1+ a, Tx"1, ap € (0,1)
ici 7 = (1 — a,)7" 1 + a,0", donc
(H) (vn>1) a7>0 et 0<nal<z''pouri<n.
d'ou

n

n
1
dnnt1 = E (7! — 7" ) dis10 = a1 E i di—1,n = apy1 Ry
i=0 i—0
T’H‘
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Application aux itérations de Krasnosel'skii

On a alors

" — T < Ry = ned o diam(C)

Qny1 \/7r Y oreq ak(l—ax)

Cominetti-Soto-Vaisman ('14), Baillon-Bruck ('96),
Bravo-Cominetti ('18).

En particulier pour ay = « : R, ~ O(1/+/n).



Application aux itérations de Halpern

Itérations de Halpern (67):
x" = (1_6n)y0 + Bn -,—Xn—1’ Bn € (0,1),
icimg=1-08, e @) =0,

donc

R,, = Zﬂfd;_lm = (1 - Bn) + Bndn—l,n-
i=0



Application aux itérations de Halpern

Itérations de Halpern (67):
X" = (1=Ba)y° + BaTx"7Y, B, € (0,1),
icimg=1-08, e @) =0,
donc .
Ro=> wfdi1n=(1-Bn)+ Badn 1.
De plus () @I(;’n)n décroissante

et dans ce cas :
Ry = Z?:o(l - 5i)2Bin+1

ol fo=0, BN, =1 et B"=T["_ Bk



Application aux itérations de Halpern

Itérations de Halpern (67):
X" = (1=Ba)y° + BaTx"7Y, B, € (0,1),
icimf=1—-0, et =) =ph
donc .
Ro=> wfdi1n=(1-Bn)+ Badn 1.
De plus () @I(;’n)n décroissante

et dans ce cas :
Rn = Z?:o(l - Bi)2Bin+1

ol fo=0, BN, =1 et B"=T["_ Bk

n
our 3, = ona:
P B n+1

Hpiq Inn
n __ T ny < R — n+ ~ O o




Application aux itérations de Halpern

Itérations de Halpern (67):
X" = (1=Ba)y° + BaTx"7Y, B, € (0,1),
icimg=1-08, e @) =0,
donc .
Ro=> wfdi1n=(1-Bn)+ Badn 1.
De plus () @I(;’n)n décroissante

et dans ce cas :
Rn = Z?:o(l - Bi)2Bin+1

ol fo=0, BN, =1 et B"=T["_ Bk

n
our 3, = ona:
P B n—+2

4 (1 Hpio 1
n+1 n+2 n

" = T < Ry =



Monotonie de dy, ,

Théoreme (Monotonie)
On suppose (H). Alors pour m < n on a
» dm.n est décroissante en m

» dm n est croissante en n.

Preuve de dp, n < dm—1,n, en partant de z optimal pour dp—15 :




Monotonie de dp,

Pour (H) remplacée par

Zﬂ';’ < ZF?H

i>k

i>k

on a le contre-exemple

pour lequel d3s = % et dis = 55

pour tout k €N

(1,0,0,0,...)
(3.%,0,0,...)

(3,1 10,0,..)
(3,10,1,0,0,...)
(0,1,40,10,0,...)
(0,0,%,0,0,3,0,0,...)

23



Inégalité de convexité quadrangulaire

Théoreme (Inégalité de convexité quadrangulaire)

On suppose (H). Alors

(Q) dij+dix <dix+d pour tout i < j < k </

Graphiquement :



Inégalité de convexité quadrangulaire

Définition
Un plan de transport z est imbriqué si

i<j<k<!l = z,=0 ou z,=0

Proposition

On suppose (Q), alors chaque dp, , admet un trasnport simple et
imbriqué pour m < n.

zj|+¢€
//2’“6\,\



Inégalité de convexité quadrangulaire

Soit m < n, on construit z™ simple et imbriqué :

—“—/4"‘




Inégalité de convexité quadrangulaire

On montre par récurrence sur n puis m que pour m+1<n:

dm,n+1 - dm,n S dm+1,n+1 - dm+1,n
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Quelques exemples

» Cas " = ¢" pour tout n € N : dmp = Lz, sur N.

» Cas 7" = (1 —a)d" ! + ad" avec a > %.—»M [H)
Par exemple on obtient {d7 »()}o<n<17 :

MTP 1
1
1
me3 =S 4o — 602 + 4ad —a@
—3 4 30 — 9002 + 13003 — 900 + 2405
4 — 100 — 3502 + 2000 — 35004 + 27245 — 8008
4 — 43a + 1782 — 34003 + 2800* + 2a° — 1445 + 6407
S )
37a — 28902 + 93103 — 1510a* 4 1180a° — 204af — 272a7 + 12808
18 — 194a + 8212 — 163603 + 12550 + 814a® — 2357a8 + 172807 — 448a8
—20 4 147a — 25202 — 68603 + 3675a* — 68250° + 65660° — 3276’ + 67208
—14 1120 — 95202 + 364003 — 7770a* + 9912a° — 753200 + 3152a” — 56008
20 — 245 4 129502 — 374503 + 65450* — 7119a° + 472508 — 175507 + 280a8
—15 + 168a — 75602 + 19040 — 2940a* + 28560° — 1708a° + 57607 — 84a8
7 — 56 + 22402 — 50403 + 7000* — 61605 + 3360° — 104a” + 1408
8a — 2802 + 5603 — 70a* + 56a° — 28ab + 8a” — aB
meAl > 1
1



Quelques exemples

» Cas uniforme : 77

,:ﬁpourtoutogign

On remarque qu'alors : 7! = (1 — an)m" " 4 st
avec ap = ﬁ
Dans ce cas on a :
d, diam(C 1
Rn: n,n—i—lS n () No( >
ant1 /g au(l—a) Vinn
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